Combinación convexa de regresión por mínimos cuadrados y regresión MINMAD



	El problema LC se puede poner



Minimizar�d’d��sujeto a�X(+d=Y���(, d  cualesquiera.��

es decir:



Minimizar�d’d��sujeto a�X(-d(Y���-X(-d(-Y���( cualquiera���d(0��

	Sea (=(1-(2, (1,(2(0. Sea



� INCRUSTAR Equation.2  ���



y así tenemos



Minimizar�V’QV��sujeto a�AV(B���V(0��

	Es sabido que el comportamiento de los estimadores LS es pobre cuando no se cumple la normalidad de la distribución de los errores. En tales casos se pueden estimar los parámetros ( utilizando una combinación convexa de LC y MINMAD.



	Sea (1+(2=1, (i(0, i=1,2. Nótese que



� INCRUSTAR Equation.2  ���, siendo di(0.



	Así tenemos el siguiente problema:

Minimizar�(1d’d+(2(di��sujeto a�-d(Y-X((d���( cualquiera���d(0��

o, lo que es lo mismo:



Minimizar�(1[V’QV(+(2C’V��sujeto a�AV(b���V(0��

	Nótese que Q es semidefinida positiva, de ahí que la función objetivo sea convexa, pues (1(0 y (2C’V es lineal.



	A continuación se desarrolla en el libro la teoría necesaria para establecer las condiciones de Kuhn-Tucker para este problema y desarrollar el método de Wolfe para programación cuadrática, en cuyos supuestos se encuadra este problema. No me extenderé sobre ello, por ser ya materia conocida de la asignatura Métodos de Programación Matemática.

�

Programación lineal complementaria y su aplicación a problemas de regresión.



	El problema de programación lineal complementaria consiste en encontrar soluciones al sistema



� INCRUSTAR Equation.2  ���



	Los problemas de programación lineal (LP) y de programación cuadrática convexos se puede demostrar que son equivalentes a resolver este problema.



DEFINICIÓN. Una solución no negativa (W,Z) del sistema W-MZ=q se llama solución factible del problema LCP.



DEFINICIÓN. (W,Z) es una solución complementaria si es factible y satisface W’Z=0.



	Como W(0 y Z(0, si W’Z=0 entonces WiZi=0 para todo i, así que para cada i, si Wi>0 entonces Zi=0 y viceversa.



	Si q(0 entonces W=q, Z=0 resuelve el problema LCP. Entonces el problema LCP es interesante sólo si algunos qi son negativos.



	Dado el problema lineal



Minimizar�C’X��sujeto a�AX(b���X(0��

y su dual



Maximizar�b’Y��sujeto a�A’Y(C���Y(0��

por el teorema débil de holgura complementaria, si ambos problemas tienen soluciones factibles satisfaciendo las condiciones de holgura complementaria, entonces esas soluciones son óptimas para los respectivos problemas. Llegamos así al problema



	Calcular X, U, Y, V tales que



� INCRUSTAR Equation.2  ���



donde U, V son las variables de holgura. Ahora, definiendo



� INCRUSTAR Equation.2  ���



tenemos el problema LCP correspondiente.



	De la misma manera, dado el problema cuadrático

Minimizar�f(V)=V’QV+C’V��sujeto a�AV(b���V(0��

donde Q, A, C, b están definidas como antes, en particular Q es semidefinida positiva. Las condiciones de Kuhn-Tucker son



� INCRUSTAR Equation.2  ���



y definiendo ahora



� INCRUSTAR Equation.2  ���



tenemos el problema LCP correspondiente. Nótese que M es semidefinida positiva.



Algoritmo



	Dado el problema



� INCRUSTAR Equation.2  ���



donde Z0 es una variable artificial, formar la tabla inicial correspondiente a W=q, Z=0, Z0=0.



	Si la solución es no factible, ir al PASO 1, en otro caso parar.



PASO 1. Z0 entra en la base y sale el W( tal que q(=min qi<0. Pivotear. Al menos un par de variables complementarias es no básica. Ir al PASO 2.



PASO 2. En cada iteración entra en la base la variable complementaria de la que salió en la iteración anterior. Ir al PASO 3.



PASO 3. Si para la variable entrante, Z( por ejemplo, su columna es toda menor o igual que cero, Z( se puede incrementar arbitrariamente. Entonces se dice que el proceso termina en un rayo secundario (?), y no podemos saber si el problema tiene o no solución a no ser que la matriz M cumpla ciertas condiciones. Parar.

	Determinar la variable saliente como en el método del simplex , pivotear e ir al PASO 2 hasta que Z0 salga de la base. Cuando ocurra esto último, parar, pues se ha alcanzado el óptimo.



Ejemplo � REF _Ref352248489 \n �
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�.1. Sea el problema cuadrático



Minimizar�V’QV+C’V��sujeto a�AV(b���V(0��

con los siguientes datos:



� INCRUSTAR Equation.2  ���



de manera que, con los datos del problema tenemos



� INCRUSTAR Equation.2  ���



	Formamos la tabla inicial y pivoteamos sucesivamente:



� INCRUSTAR Equation.2  ���



Las tablas siguientes:

� INCRUSTAR Equation.2  ���



� INCRUSTAR Equation.2  ���



� INCRUSTAR Equation.2  
�
�
�



	Seguidamente se alcanzará el óptimo, pues Z0 va a salir de la base, por lo que no es necesario calcular toda la tabla, sino sólo la columna q:



� INCRUSTAR Equation.2  ���



	De aquí que la solución óptima del problema sea V’=(� INCRUSTAR Equation.2  ���).



�	Algunas condiciones sobre la matriz M, cuyo cumplimiento asegura que el problema tenga solución:



DEFINICIÓN. Una matriz M se dice ‘copositiva plus’ (?) si



		i. (X(0, X’MX(0

		ii. X’MX=0; X(0 ( (M’+M)X=0



DEFINICIÓN. M se dice estrictamente copositiva si X’MX=0  (X(0.



	Sea CP+ = { M | M es ‘copositiva plus’ }



	Sea SCP= { M | M es estrictamente copositiva }



PROPOSICIÓN. Si M ( CP+ y el algoritmo anterior termina en un rayo secundario, entonces el problema LCP no tiene solución. Si M ( SCP entonces el algoritmo nunca termina en un rayo secundario.



DEFINICIÓN. Una matriz cuadrada M se dice una Z-matriz si mij(0, ( i(j.



PROPOSICIÓN. Si M es una Z-matriz el algoritmo es aplicable.



PROPOSICIÓN. Si M es una Z-matriz, entonces el método del simplex en cuentra una solución del problema LCP o bien muestra que no existe ninguna:



Minimizar�Z0��sujeto a�W - MZ - dZ0 = q���W, Z ( 0, Z0 ( 0���d vector positivo cualquiera.��

La no existencia de la solución se pone de manifiesto cuando en la tabla óptima es Z0=0.



Si el problema LCP tiene una solución se requieren sólo k iteraciones si M es de tamaño k.

�
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